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我们称有相同的解集的两个线性方程组互为对方的同解方程组.

定理

三种初等变换将线性方程组变为同解线性方程组.
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矩阵

定义

我们称由若干行及若干列的数组成的阵列为矩阵.

例如: 线性方程组
a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2

...
... . . . ...

...
am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bm

(∗)

的系数和常数项组成一个矩阵
a11 a12 · · · a1n b1
a21 a22 · · · a2n b2
...

... . . . ...
...

am1 am2 · · · amn bm

 ←− (∗)的增广炬阵

注：由于变元不参与运算，因此可以用增广炬阵来表示方程组。
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一般线性方程组的 Gauss消元法 (算法)

矩阵 
a11 · · · a1n b1
a21 · · · a2n b2
... . . . ...

...
am1 · · · amn bm


的最简形式、标准形式，如下 (r ≤ n)

0 · · · c1,j1 · · · c1,j2 · · · · · · · · · c1,jr · · · c1n d1
c2,j2 · · · · · · · · · c2,jr · · · c2n d2

. . . · · ·
...

. . .
...

...
cr,jr · · · crn dr

dr+1

...
0
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定理

方程组(??)的解有如下性质：
1 若 dr+1 6= 0,则无解；
2 若 dr+1 = 0且 r = n,则解唯一；
3 若 dr+1 = 0且 r < n,则有多解.

推论

1 齐次线性方程组有非平凡解当且仅当 r < n.
2 特别地，若齐次方程个数小于变量个数,即 m < n，则其一
定有非平凡解.
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矩阵的定义

定义 (矩阵)
一个m× n矩阵为由 m× n个数排成的 m行 n列的阵列

a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
am1 am2 · · · amn


.

记作 A = (aij)m×n. 称 aij为矩阵 A的第 (i, j)元素;当 i = j时,aii
也称为 A的对角元.

若两个矩阵 A和 B的行数和列数相同且对应位置的元素都相同,
则称 A与 B相等,记为 A = B. 否则称 A与 B不相等,记为 A 6= B．
例如: (

1 1 1
1 1 1

)
6=
(
1 1
1 1

)
,

(
1 2
0 3

)
6=
(
1 0
0 3

)
.
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特殊矩阵命名

按照矩阵行列数大小,非零元分布或元素取值范围等,我们有如下
特殊矩阵命名:

1 n维行向量 := 1× n矩阵;
2 n维列向量 := n× 1矩阵;
3 零矩阵 O,或 0;
4 n阶方阵;
5 单位阵 I;
6 数量矩阵 aI;
7 对角矩阵 diag(a1, · · · , an);
8 上 (下)三角矩阵;
9 (反)对称矩阵;
10 整数矩阵;有理数矩阵;实矩阵;复矩阵;
11 数域 F上的矩阵;
12 多项式矩阵.
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例

•
(
0 1
1 0

)
为整系数对称 2阶方阵.

•

 0
√
−1 −1

−
√
−1 0 π
1 −π 0

为复系数反对称 3阶方阵.

•

(
e

iπ
3 0

0 e
iπ
3

)
为复系数 2阶数量矩阵.
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矩阵的线性运算

定义 (加法与数乘)
设 λ为数域 F中的数. 取两个 F系数的 m× n矩阵
A = (aij)m×n ∈ Fm×n, B = (bij)m×n ∈ Fm×n. 定义

加法

A + B := (aij + bij)m×n :=


a11 + b11 a12 + b12 · · · a1n + b1n
a21 + b21 a22 + b22 · · · a2n + b2n

...
...

. . .
...

am1 + bm1 am2 + bm2 · · · amn + bmn


,

数乘

λA := (λaij)m×n :=


λa11 λa12 · · · λa1n
λa21 λa22 · · · λa2n

...
...

. . .
...

λam1 λam2 · · · λamn


.

类似地定义矩阵的减法运算和负矩阵:

A− B := (aij − bij)m×n, −A := (−aij)m×n.
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矩阵的线性运算

注: 只有行数和列数相同的矩阵才可以相加减. 否则无意义.

例

1 A =

(
1 3 5
−1 2 4

)
, B =

(
2 −1 3
7 3 1

)
，求 A + B和 A− B.

2 A =

(
1 3 5
−1 2 4

)
,求 2A.

3 设 A =

(
1 2
3 4

)
, B =

(
3 5
7 6

)
, C =

(
0 −1
9 3

)
.

求 3A + 2B− 4C.
若 5A + 3X = B. 求 X.
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矩阵的线性运算

类似于数的加法和乘法,矩阵的加法和数乘运算满足如下八条基
本性质:

定理

1 加法交换律: A + B = B + A;
2 加法结合律: A + (B + C) = (A + B) + C;
3 有零矩阵: A + 0 = A = 0 + A;
4 有负矩阵: A + (−A) = 0 = (−A) + A;
5 数乘单位元: 1A = A;
6 数乘结合律: λ(µA) = (λµ)A;
7 左分配律: (λ+ µ)A = λA + µA;
8 右分配律: λ(A + B) = λA + λB;
其中 A,B,C为使得运算有有意义的矩阵, λ, µ为数.
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基本矩阵

Eij :=

 0 · · · 0
... 1

...
0 · · · 0

 ← 第 i行

↑
第 j列

引理

任意 m× n矩阵 A = (aij)m×n都可以唯一的表示为基本矩阵的线
性组合

A =

m∑
i=1

n∑
j=1

aijEij.
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矩阵与线性映射

定义 (线性映射)
给定一个数组向量空间之间的映射 A : Fn → Fm. 若 A 满足

(保持加法) A (⃗a + b⃗) = A (⃗a) + A (⃗b);
(保持数乘) A (λa⃗) = λA (⃗a)

(∗)

则 A 称为线性映射.

给定线性映射 A : Fn → Fm. 考虑基本向量 e⃗j在这个映射下的像

A (⃗ej) = A




0
...
1
...
0



 =:


a1j
a2j
...

amj

 .
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矩阵与线性映射
根据 A 为线性映射,对于任意 y1, · · · , yn ∈ F,我们有

A




y1
y2
...

yn


 =



a11y1 + a12y2 + · · ·+ a1nyn

a21y1 + a22y2 + · · ·+ a2nyn

...
am1y1 + am2y2 + · · ·+ amnyn


. (∗)

因此,通过线性映射 A ,可以得到一个矩阵 A = (aij)m×n. 反之,给
定矩阵 A我们可以通过(∗),确定一个线性映射. 因此

Fm×n 1:1←−−−−→ 从 Fn到 Fm的全体线性映射.

引理

线性映射的合成仍然是线性映射.
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矩阵的乘法
设矩阵 A = (aik)m×n ∈ Fm×n,B = (bkj)n×p ∈ Fn×p对应线性映射
A 和B. 即,

A : Fn → Fm, (y1, · · · , yn) 7→

 n∑
k=1

a1kyk,

n∑
j=k

a2kyk, · · · ,
n∑

k=1

amkyk

 .

B : Fp → Fn, (z1, · · · , zp) 7→

( p∑
j=1

b1jzj,

p∑
j=1

b2jzj, · · · ,
p∑

j=1

bnjzj

)
.

因此 A ◦B(z1, · · · , zp) =

(
p∑

j=1

( n∑
k=1

aikbkj

)
zj

)
. 记

C = (cij)m×p ∈ Fm×p, 其中cij =

n∑
k=1

aikbkj.

则 A ◦B为矩阵 C对应的线性变换.
注: 下面我们将这个矩阵 C定义为矩阵 A和 B的乘积.
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矩阵的乘法

定义 (矩阵乘法)
设 A = (aik)m×n ∈ Fm×n,B = (bkj)n×p ∈ Fn×p. 定义

AB :=

( n∑
k=1

aikbkj

)
m×p

∈ Fm×p.

a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
· · · · · · · · · · · ·
am1 am2 · · · amn




b11 b12 · · · b1p
b21 b22 · · · b2p
...

...
. . .

...
bn1 bn2 · · · bnp



:=

 a11b11 + a12b21 + · · ·+ a1nbn1 · · · a11b1p + a12b2p + · · ·+ a1nbnp

...
...

am1b11 + am2b21 + · · ·+ amnbn1 · · · am1b1p + am2b2p + · · ·+ amnbnp


注: 并非任意两矩阵都可以相乘.只有在 A的列数等 B的行数时,
A与 B才可以相乘．
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特别地,若 A为方阵,我们可以定义 A的方幂. 规定 A0 := I并定
义 (k > 0):

Ak := AA · · ·A︸ ︷︷ ︸
k个 A

例

已知 A =

(
1 2 3
4 5 6

)
, B =

1 2
3 4
5 6

, C =

(
0 1
0 0

)
以及

D =

(
0 0
1 0

)
. 求 AB, BA, CD, DC, C2, D2.

从这个例子,你发现了什么现象?
AB 6= BA;
AB = 0 6⇒ A = 0或 B = 0.

例

已知 A = (aij)m×n, B = diag(b1, · · · , bm), C = diag(c1, · · · , cn). 求
BA和 AC.
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